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RESUMEN

Introduccion: Se inicia con definiciones y aclaraciones de conceptos involucrados en la dinamica de los agujeros
negros. Materiales y métodos: Se desarrolla la revision del tema partiendo del hecho de que al agujero negro lo
rodee un “mar de fotones” creado gracias al proceso de acrecion, llegandose a obtener la relacién entre la entropia y
el area de un agujero negro en concordancia con la literatura cientifica. Resultados y discusion: En este trabajo se
presenta una deduccion de la relacion entre la entropia y el area de un agujero negro estacionario, cargado a partir del
establecimiento de un bafio de radiacion de fotones de frecuencia correspondiente a la de los rayos X. Conclusiones:
En el proceso surgen expresiones matematicas, poco trabajadas en cursos formales de fisica a nivel de pregrado,
como lo es el polilogaritmo o funcion de Jonquiére presente a lo largo de los desarrollos que siguen, una vez estable-
cidas por primera vez.
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ABSTRACT

Introduction: It begins with definitions and explanations of concepts involved in the dynamics of black holes.
Materials and methods: review of the subject is developed based on the fact that the black hole is surrounded by a
“sea of photons” created through the process of accretion, reaching to obtain the relationship between entropy and the
area of a black hole in accordance with the scientific literature. Results and discussion: In this paper, a derivation
of the relationship between entropy and area of a stationary black hole, loaded from the establishment of a radiation
bath of photons corresponding to the frequency of lightning occurs X. Conclusions: In the process mathematical
expressions arise shortly worked in formal physics courses at the undergraduate level, as is the polylogarithm function
Jonquiére or present throughout the developments that follow, once established for the first time.
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INTRODUCCION

En esta parte se va a realizar una breve introduccion
a los conceptos generales que involucra el estudio de
la dinamica de los agujeros negros. Para empezar,
se puede decir que los agujeros negros son aquellos
objetos sorprendentes del universo debido a sus
propiedades fisicas y las consecuencias que de ellas
se desprenden. Y es que su prediccion tedrica, que
data del siglo XVIII cuando John Michell, basado en la
teoria newtoniana hizo un experimento mental en el que
estaba implicito el concepto de “velocidad de escape”,
la cual se determina a partir de la relacion:

(1) v@

Que para la Tierra se calcula en unos 11 km/s. Pero
Michell (1783)" extrapold sus resultados llegando a
concluir que debe existir una circunferencia critica para
la que la velocidad de escape es igual a la de la luz. Y,
de esta manera, habrd una circunferencia para algun
tipo de estrellas cuyo valor impide que las particulas
de luz puedan escapar de su superficie, lo que les dara
una apariencia oscura, por lo que Michell las llamo
estrellas oscuras. Para que tal situacion se dé, habria
que reemplazar v por el valor de la velocidad de la luz
(c), asi se tiene para las dimensiones espaciales de
tales estrellas:

R= 2GM )
CZ

Si la estrella fuera el Sol o una con una masa
equivalente a la suya, se tendria:

2x6.67x101!

2x6.67x10" 5 g5 )
2.99792x10° ~29% km

R~

Asi, la circunferencia del Sol, o de tal estrella,
deberia ser C=2nR~18.5 km. Imaginarse el Sol contenido
en una circunferencia de este tamafio es asombroso,
es aproximadamente 236263.78 veces menor que su
valor real.

Pero fue Karl Schwarzschild (1916)' quien hallé una
fundamentacion tedrica para tales cuerpos al estudiar la
recién desarrollada Teoria General de la Relatividad de
Einstein. Tal trabajo describe el campo gravitacional de
objetos compactos, esféricos y estaticos, y predice que
para cada estrella existe una circunferencia critica que
depende de la masa de la estrella.

Con el aporte de Schwarzschild se define a un agujero
negro como un objeto en el que las cosas pueden caer,
pero del que nada puede escapar. Y de esta definicion

se llega a otra muy importante a la hora de entender la
dinamica de los agujero negros que es la de Horizonte de
eventos o radio de Schwarzschild que se entiende como
la superficie de un agujero negro; el punto de no retorno,
traspasado el cual nada puede salir. Sin embargo esta
definicion no hay que confundirla con la de Horizonte
aparente que es la posicion mas externa en torno a un
agujero negro, donde los fotones, que tratan de escapar
son atraidos hacia el centro.

Se habla de agujero negro cuando el tamafio de un
objeto de masa M llega a ser mas pequefio que su radio
de Schwarzschild (o gravitacional)

2GM 3)
Is C?

R

Un importante avance en el estudio de los agujeros
negros se debe a Roy Kerr que en 1963 plante6 un soporte
tedrico valido para describir el campo gravitacional de un
agujero negro estacionario que rota. Tal agujero también
tiene el radio gravitacional que describe el Horizonte
de eventos. Aunque esta nueva propuesta tiene una
caracteristica que no habia sido tenida en cuenta antes
que es el efecto de “tragar”, al rotar, la materia que
circunda al agujero.

Y fue hasta 1967 que se acufio el nombre de agujero
negro por parte de John A. Wheeler. Fueron muchos los
avances en fisica de agujeros negros en la segunda mitad
del siglo XX, entre los cuales se hallan los referentes a su
busqueda. Con respecto a tal investigacion, si el agujero
negro esta en un sistema binario con otra estrella visible,
a través del movimiento se puede obtener un limite para
la masa de la estrella invisible. Si excede a dos masas
solares, es un candidato a agujero negro®. En un sistema
tal, debido a la atraccion gravitacional y a la rotacion,
el gas de la estrella fluye por una zona pequefia de su
atmaésfera, localizada precisamente frente al agujero
negro, y no cae directamente en éste sino que gira a su
alrededor formando un disco de acrecién, en el que el
gas se llega a calentar tanto, poco antes de caer en el
agujero negro, que emite rayos X*

Hay que hacer notar que la formacién de un disco de
acrecion no es senfal fiel de la existencia de un agujero
negro, pues la existencia de una estrella de neutrones
también los puede producir®. Por ejemplo, en Cignus
X-1 hay una estrella supergigante con un acompafiante
es un agujero negro. Si se asume que la masa de la
supergigante es de unas 20 masas solares, la masa de
la compafiera resulta ser mayor de 5 masas solares, por
lo cual ha de ser un agujero negro, no una estrella de
neutrones*.

En un estudio relativamente nuevo se ha concluido
que “existe toda una poblacion de agujeros negros de
masa intermedia que, ademas, suelen encontrarse en
las galaxias sin bulbo (se entiende por bulbo galactico
a la protuberancia que se debe al grupo central de
estrellas que se encuentran en la mayoria de galaxias
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espirales). No obstante, no parece que esta clase
de objetos abunde en el universo: solo una de cada
2.000 galaxias lo bastante brillantes como para poder
estudiarlas presenta indicios de un agujero negro activo
de masa intermedia™

De la misma manera, parece existir un agujero
negro supermasivo, de unos 4.5 millones de masas
solares, en el centro de nuestra galaxia. Se cree que
casi todas las galaxias gigantes albergan en su centro
un inmenso agujero negro. Y esta busqueda implicaba
el trabajo de la astronomia 6ptica (que utiliza la luz),
mientras que habia otros avances en el campo de la
radioastronomia, por ejemplo, que utiliza otra parte del
espectro electromagnético, diferente a la luz, para hacer
sus busquedas. A comienzos de los aflos ochenta se
obtenian imagenes de los nucleos de las radiogalaxias
y los cudasares, con resoluciones que superaban en
unas 1000 veces las de los instrumentos Opticos.

En el afio 1970 Stephen Hawking demostré que
el area del Horizonte del agujero negro que se forma
en una colision de dos de ellos es mayor que la suma
de las areas de los horizontes iniciales, o dicho en
otras palabras, lo que demostré fue que el radio de
Schwarzschild nunca puede decrecer. Y la razoén fisica
de que esto suceda es sencilla: cualquier cosa que
tropieza con un agujero emite energia hacia el interior
a través de su horizonte absoluto, y no hay manera de
que ninguna energia pueda regresar. Puesto que toda
forma de energia produce gravedad, esto significa
que la gravedad del agujero se esta reforzando
continuamente y, por tanto, el area de su superficie
esta creciendo continuamente. De todo esto surge el
teorema del area de Hawking: en cualquier proceso
dinamico que involucre agujeros negros, el area total
de todos los horizontes no puede decrecer en el tiempo.
Este teorema implica que, mientras dos agujeros
negros pueden colisionar y fundirse, un Unico agujero
nunca puede bifurcarse espontdneamente en dos mas
pequefos®. El mismo Hawking noto la semejanza entre
esta ley del area y la segunda ley de la termodinamica,
segun la cual “para sistemas que interactian de alguna
manera (estén o no en equilibrio) la entropia del sistema
combinado no puede decrecer”

Asimismo, Jacob Bekenstein creia que el area de
un agujero negro estaba directamente relacionada con
su entropia. Siendo asi, para hacer cumplir la segunda
ley, que un agujero negro debe poseer una entropia
que aumente, se halla la relacién entropia — area de
la superficie de un agujero negro. Para 1972 James
Bardeen, Brandon Carter y Stephen Hawking se unieron
para buscar las leyes que gobiernan la dinamica de los
agujeros negros, las que se conocen como leyes de la
mecanica de los agujeros negros, que mantienen un gran
parecido con las leyes de la termodinamica. Cada ley
de los agujeros negros resultaba ser idéntica a una ley

de termodinamica al tener en cuenta las “equivalencias”
entre “area del horizonte” — “entropia”, y “gravedad en la
superficie” — “temperatura”.

En 1971 Zeldovich fue el primero en sugerir que
los agujeros negros en rotacién deben radiar ondas
gravitacionales, en analogia con una esfera metalica
en rotacion que rota emite radiaciéon electromagnética.
Posteriormente Hawking demostré que un agujero negro
en rotacion debe radiar y frenar su giro, fenébmeno que
aun no ha sido observado. Del mismo modo, predecia
que el espectro de la radiacion es exactamente igual al
espectro de la radiacion térmica de un cuerpo caliente,
lo que ponia de manifiesto que su horizonte tuviera una
temperatura finita que es proporcional a la gravedad en la
superficie del agujero (aqui hay que introducir un nuevo
concepto que es el de gravedad de superficie, la que se
entiende como la intensidad de la atraccion gravitatoria
que siente un observador en reposo exactamente sobre
el horizonte de un agujero negro). Esto confirmaba
que los agujeros negros tenian una entropia que es
proporcional al area de su superficie.

La emision se puede entender de la siguiente manera.
La mecanica cuantica implica que la totalidad del
espacio esta lleno de pares de particulas y antiparticulas
“virtuales” que se estan materializando constantemente
en pares, separandose y luego juntandose una vez mas
y aniquilandose entre si (estas particulas se llaman
“virtuales” porque, al contrario de las reales, no se pueden
observar directamente en un detector de particulas).
Una de las particulas puede cruzar el horizonte de
eventos del agujero negro y adquiere energia negativa y
la otra particula, con energia igual y opuesta, escapara
del agujero del todo: sera emitido®.

Conforme un agujero negro emite particulas su masa
y tamafo decrece a un ritmo constante hasta llegar a
evaporarse. Para agujeros negros muy grandes el
tiempo para que esto suceda es bastante grande: a un
agujero negro con la masa del Sol le tomara unos 10
anos®. Por otro lado para un agujero negro primordial,
con una masa de aproximadamente una masa terrestre,
el tiempo ha de ser de unos 10 mil millones de afios®.
Asi, segun el tipo de agujero negro sera su tiempo
de evaporacion, puesto que existe una clasificaciéon
de agujeros negros en astrofisica que solo se van a
nombrar en este articulo: primordiales, estelares, los
de masa intermedia, los de alto corrimiento al rojo y los
supermasivos'®.

Ahora, habiendo hecho una rapida introduccién
histérica y de algunos conceptos basicos, se va a
nombrar las leyes de la mecanica de los agujeros negros.
Inicialmente se hace una descripcion breve de las leyes
de la termodinamica:

Ley Cero: Todas las partes de un sistema en equilibrio
termodinamico tienen igual temperatura.
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Primera ley: La variacién infinitesimal de la energia
interna de un sistema con temperatura T a presion P
se relaciona la variacion de entropia dS'y la variacion de
presion dP por : dU= TdS - PdV.

Segunda ley: La entropia nunca puede decrecer dS = 0.

Tercera ley: Esta ley refleja la imposibilidad de acceder
al cero absoluto de temperatura, es decir, es imposible
reducir la temperatura de un sistema a cero por un
numero finito de procesos.

En la mecanica de los agujeros negros estas leyes
son:

Ley Cero: Todas las partes del horizonte de eventos
de un agujero negro en equilibrio tienen la misma
gravedad de superficie K. La gravedad de superficie se
relaciona con la temperatura fisica del agujero negro
(temperatura de Hawking) por:

4)
_ K
T, = 21

Que para un agujero negro descrito por Schwarzschild
es la relacion dada por [5], la cual no se va a demostrar
puesto que el presente articulo tiene otras perspectivas,

h

Lu= gnGrk M

.M
5) Tn x~ 6.20x10 BFOK

Donde M O es igual a una masa solar (1.98 x 10%°kg). Y
para un agujero negro rotante de Kerr es (6):

-

_ M \-1 h h
H 27TkB =2 (1 i/MZ- o )

<
87TMkB 87TMkB

Siendo a=J/M. Para un agujero negro cargado que no
rota de “Reissner - Nordstrom” se tiene (7):

R _ ;@' \1_ h h
= 2mk, = (1 X ) gnMk, ~ 8mMk,

Siendo que la carga eléctrica reduce la temperatura
de Hawking. Como aclaracion vale la pena decir que la
radiacién de Hawking no juega un papel importante en el
caso de agujeros negros de gran tamafio. El unico tipo
de agujero negro donde se puede esperar observar tal
radiaciéon es en los llamados mini agujeros negros, que
se cree han existido en el principio del universo. En esta
ultima expresion r, hace referencia al radio del horizonte
conceéntrico externo, puesto que en un agujero negro
cargado, a diferencia de uno neutro, hay dos horizontes
conceéntricos, centrados alrededor de la singularidad

(una region del espacio-tiempo donde la curvatura del
espacio tiempo se hace tan fuerte que las leyes de la
relatividad general dejan de ser validas y son sustituidas
por las leyes de la gravedad cuantica)

M , [ MG
TS i/ R

En la que hay que tener en cuenta que un observador
externo solo puede ver lo que sucede afuera del
horizonte externo. También hay que aclarar que Q es la
carga eléctrica del agujero y M es su masa.

Primera ley: La variacion infinitesimal de la masa
M, la carga Q y la cantidad de movimiento angular J
de un agujero negro estacionario de Kerr - Newman,
perturbado se relacionan por:

dM= g~ dA+Q,d]+@,dQ ®

Siendo Q, y 7, la velocidad angular del agujero y el
potencial eléctrico, respectivamente,

_ oM o

2,= g ©)
oM

ﬂH:W o

Segunda ley: El drea del horizonte de eventos nunca
puede decrecer. dA = 0.

Como ya se dijo, esta ley es una consecuencia directa
del teorema de area de Hawking. Esta ley se viola si se
toman en cuenta los efectos cuanticos, es decir, que el
area del horizonte de eventos se puede reducir por la
radiacion de Hawking.

Tercera ley: Es imposible reducir la gravedad de
superficie a cero por un numero finito de operaciones.

Es claro que el area del horizonte de eventos juega
el papel de una entropia, mientras que la gravedad
de superficie juega el papel de una temperatura. Sin
embargo, como lo postuld Bekenstein, si el agujero
negro tuviera una temperatura real como en los sistemas
termodinamicos, radiarian energia, en contradiccion a su
definicion basica™.

DESARROLLO

Se parte del hecho de que al caer materia a una
agujero negro ésta es observable solo mediante la
emision de radiacion X (compuesta de un mar de fotones)
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durante la caida, y que debido a los efectos de marea que disocia esta materia hasta hacerle perder su identidad queda
solo en forma remanente la masa, la carga eléctrica y la cantidad de movimiento angular total. Ademas de estas tres
propiedades el agujero negro no preserva ningun otro detalle del objeto que colapsé. Esta conclusion, conocida como el
teorema “un agujero negro no tiene pelo” fue probado inicialmente por Brandon Carter, Werner Israel, David C. Robinson
y Stephen Hawking.

Puesto que, debido a la linealidad de las ecuaciones de la electrodinamica, los fotones no interactian entre si,
es aceptable considerar al “gas foténico” como uno perfecto. De esta manera dicho gas obedeceria la estadistica de
Bose'.

Cuando un foton tiene suficiente energia, puede ser absorbido en la materia y producir un par de particulas cargadas
opuestamente. El proceso de conversion mejor conocido se refiere a la produccion de pares, que involucra la creacion de
un par positrén — electron y la desaparicion de un foton'®. Para que ocurra el proceso foton — electron + positron (y—e
+e*), el fotdn debe interactuar con un campo externo como el campo de Coulomb para absorber algo de su cantidad de
movimiento™, por lo que valdra asumir agujeros negros cargados eléctricamente posteriormente, que se describen por
la métrica de Reissner — Nordstrom (RN),

(11) ds? = - Ac*dt? + A1 dr? + rPd(¥

Siendo:
1. 2GM , G(Q*+P)
c’r ctr?

(12) A

En esta expresion, M se interpreta como la masa del agujero; Q es la carga eléctrica total, y P es la carga magnética
total.

La distribucion espectral de los fotones ha de estar gobernada por la ley de Planck:

dE = Vh w? dw

(13) w g2c3  elw/T)_ 1

Con w = 2mv, siendo v la frecuencia de los fotones.

Integrando para la energia se llega a:

§#4) Vvh (—iw“ Tw?ln (1- e"W/T) 3 T*w?Li, (e™/T) 6T°wli, (e"/T) 6T4wLi4[e”W/T)
micl 4 h hz h3 h*

En la que aparece la funcion logaritmo de alto orden, que se llama, genéricamente, polilogaritmo o funcién de
Jonquiére. Estrictamente hablando este nombre se da a funciones Li_ (z) definidas por™:

. z Z z° o Z
Lln (Z]: 1n + Zn + 3n *o k=1 kn (15)

Esta es una funcién definida en el plano complejo sobre el disco abierto unitario. Siendo los fotones particulas
bosodnicas, para un gas de Bose degenerado, se tiene para la entropia’:

(16) _ 5E
5= 3T

Asi, se llega a la relacion para la entropia del gas de fotones, alrededor del agujero negro, en funcion de funciones
polilogaritmicas (17):
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s=2V ( Rt s we In (1-e™/T) +

) 3 T'w’Li, (e"/T)  6T*wli, (e"/T) ) 6T3WLi4(€hW/T))
3m?c? 4T

h h? h?

Que esta en funcién solo de funciones polilogaritmicas. Utilizando la relacién [7] para la temperatura fisica de un
agujero negro de “Reissner - Nordstrom” se llega a (18):

8nMk, (r *- Q*
51tV (87er (r*-Q% ) 2r,? wli, (exp( ey 7. Q%ﬁ‘>>
S= * w?Li, | exp B /r+4 - +
8m°Mk, (r,*- Q*) ¢ 8nMk, (r,*- Q)

_ 8uMk, (r *- Q%) ))

2r. L, <6XP< ’ /r+4 V| w0 g BT r-Q ')

_ - n - exp +
64w Mk F(r,* - Q*)? 3m*c® | 32r *nMk,

Asumiendo una distribucién esférica alrededor del agujero negro envolviendo un volumen V = %m’f , que rodea

una superficie A =4mr ?, se tiene (19):

8nMk_ (r *- Q*
5r°A ( 8nMk_ (r *- Q%) ) 2r,? wli, <exp < s (. Q%+4> )
S= * w?Li, | exp BEe /‘f - +
24 Mk, (r*- Q) & 8nMk, (r,*- Q%)

_ 8nMk, (r.*- Q*) ))
21"1‘3L14 <exp< i /rf Ar, wi(r*- Q%) s [ 1 <8”Mk3(r+4'04% 4)
_ -wiln (1-exp +
64m2M2k 2(r,* - Q') In*c® | 32r *nMk,

Agrupando para A se tiene (20):

S=

+

. 8nMk, (r,*- Q*)
505 . ( ( 8nMk, (r *- Q4]/ , )) 2r? wli, (exp ( i %f)
+ w’Li, \ exp r, -
24m°Mk, (r*- Q) ¢ 8nMk, (r,*- Q%)

2r 3Li (exp(gﬂMkB(r+4'Q4)/r 4)) RN (r,* 4J/ )

L, " r wi(r*- QY <8an r*-Q

o d - win |1-exp L r.* A
642 M2k 2(r,* - Q1) Im*c® | 32r,*nMk, (
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Que es de la forma:
(21) S=f(r, M, Qw)A
Siendo f(r,,M, @, w) una funcion de tipo polilogaritmico.

Con este resultado se ha obtenido una relacién directa
entre la entropia S y el area del agujero negro A, lo que
esta en concordancia con la entropia de Bekenstein —
Hawking'®:

A
st=—2
4,

(22)

En la que la longitud de Planck esta dada por:

(23)

| = hG
PLT 3

CONCLUSIONES

Se ha obtenido una relacion entre la entropia de
un agujero negro y el area de un agujero negro esta-
cionario, cargado descrito por la métrica de Reissner
— Nordstrom. Esta relacién es directa como lo establece
la teoria de la dinamica de los agujeros negros y su ob-
tencion ha sido un tanto elemental, no se ha recurrido
a la Teoria Cuantica de Campos (TCC) como se hace
a la hora de entender este tipo de sistemas extremos.

Ademas, las relaciones que se han obtenido son
dependientes de un tipo de funcién que no es muy uti-
lizada, pero si importante, en ciencias a nivel de carre-
ras de pregrado, como lo es la funcion polilogaritmo o
funcion de Jonquiére.

APENDICE

Algunos apuntes de la Funcion
Polilogaritmo.

En la expresion [14] aparece la funcién polilogarit-
mo, Li_(z), que se define por [A1]:

Li(2) = 55 I, llog (1/9) " 195 =3,

Con las siguientes propiedades:

a) Li(z=1) =G (s) [A2]

b) Relacion de recurrencia:

Z%Liﬁ (2)=1i (2) [A3]
c) Relacion de Duplicacion:
Li(z) +Li (-z) =27 Li (z?) A4

d)
G(n) sin>1

Li (S) o0 sins<1 [AS]

Como se ve de estas propiedades, un polilogaritmo
de orden entero llega a ser una funcion ¢ de Riemann
del mismo orden cuando su argumento alcanza la uni-
dad. La grafica de este tipo de funciones es de la forma:

Liola) —

Li_| [.\']

Ligx)— —

Lijx) —

Li]{.‘f,'l

Fuente: Wolfram Math World'.
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