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RESUMEN

Introducción:  Este trabajo presenta la metodología y los resultados 
de la implementación de métodos estadísticos en la determinación de 
umbrales de contaminación en ecosistemas acuáticos. Los objetivos 
eran analizar algunos de los métodos con los cuales se pueden obtener 
umbrales o puntos de cambio en una variable de interés, desarrollar 
los respectivos programas estadísticos en el software R y aplicar estos 
métodos en la determinación de umbrales para contaminantes en reser-
vorios de Puerto Rico.

Una de las herramientas estadísticas utilizadas en el desarrollo de cada 
uno de los métodos es la aplicación de probabilidad condicional. Para 
ello se necesitan dos variables Q y X, con la condición que a una de el-
las se le conoce el umbral. Supóngase Q el umbral conocido y llámese 
X la variable de interés, variable a la que se le desea conocer el umbral. 
El proceso consiste en, dadas las dos variables, utilizar la probabilidad 
condicional P(Q | X) y mediante los métodos, determinar el umbral de 
la variable de interés X.
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ABSTRACT

Introduction: This paper presents the methodology and results of the 
implementation of statistical methods in determining thresholds of 
pollution in aquatic ecosystems. The objectives are to analyze some 
of the methods which can be obtained thresholds or points of change 
in a variable of interest, develop the respective statistical programs 
in the R software and apply these methods in determining thresholds 
for pollutants in reservoirs Puerto Rico.

One of the statistical tools used in the development of each of the 
methods is the application of conditional probability. For this, two 
variables Q and X are needed, provided that one of them is called 
the threshold. Q Suppose the known threshold and call it X variable 
interest variable that you want to know the threshold. The process 
involves, given the two variables, using the conditional probability 
P (Q | X) and by the methods, determine the threshold of the variable 
of interest X.

Keywords
IC Confidence Intervals , Bootstrap, 
Deviance, and Least Absolute Deviation,  
threshold.
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INTRODUCCIÓN 

Dada la creciente importancia de la elaboración de 
normas de calidad del agua en los ecosistemas acuáti-
cos, es necesario definir las condiciones numéricas de 
referencia para los diferentes nutrientes. Estos criteri-
os deben ser geográficamente específicos, y reflejan la 
relación particular entre cada nutriente y una respuesta 
del medio ambiente (por ejemplo, la clorofila o turbi-
dez). El nitrógeno y el fósforo son algunas de las cau-
sas más importantes de enriquecimiento excesivo de 
nutrientes en ríos y lagos. La Clorofila_a  (Chl_a) se 
usa como un indicador de la condición del agua. Para 
los lagos, la Agencia de Protección Ambiental de los 
Estados Unidos USEPA (1)  ha asociado en el 2009 el 
estado trófico de la Clorofila_a:

Se plantea determinar los umbrales para el Fósforo 
Total (TP) y el Nitrógeno Total (TN) en cada uno 
de los límites tróficos de la Clorofila_a. Además, 
comparar los resultados por los diferentes métodos 
para calcular umbrales, y proponer un método con 
mejores resultados que sea menos sensible a va-
lores atípicos y con estimaciones más robustas.

En lo que respecta a datos, los embalses analizados 
en este estudio son Guajataca, Cerrillos y la Plata 
de Puerto Rico, un total de 165 datos recolectados 
del 2005 a 2010. Los métodos que se proponen son 
Intervalos de Confianza que no se traslapan, Ajuste 
de un modelo lineal, Modelo Jerárquico Bayesia-
no, Reducción de la Devianza y Metodología 
LAD, que tienen  por objeto determinar umbrales 
para nutrientes en ecosistemas acuáticos.

MÉTODOS PARA DETERMINAR UMBRALES

Para determinar el umbral X_c de un nutriente X 
se debe conocer un umbral q_c   de una variable 
respuesta Q. Una de las herramientas utilizadas en 
cada uno de los métodos es la probabilidad condi-
cional P(Q > q_c  | X > x_i) para cada valor x_i. El 

valor x_c se determina el punto de cambio en la 
relación P(Q > q_c  | X > x_i)  vs. x_i. Los métodos 
que se propuestos para determinar el umbral son:

• Intervalos de Confianza que no se Traslapan 
(Paul and McDonald, 2005) (2).

• Ajuste de un Modelo No Lineal (Paul and Mc-
Donald, 2005) (2).

• Ajuste de Modelo Jerárquico Bayesiano (Qian 
et al., 2003) (3).

• Reducción de la Devianza no paramétrica 
(Qian et al., 2003) (3).

• Metodología LAD (Martínez Suárez, 2010) (4).

IC que no se Traslapan 

El método de los intervalos de confianza (IC) que no 
se traslapan determina el umbral x_c, como el prim-
er valor para el cual el IC de P(Q > q_c | X > r_c) 
no traslapa con el IC de P(Q > q_c) (2). En casos 
donde el comportamiento no es estrictamente 
monótono el resultado no es razonable. Los inter-
valos de confianza que no se traslapan consisten 
en construir intervalos de confianza del 95% de la 
probabilidad no condicional y condicional medi-
ante la  técnica Bootstrap.

Ajuste de un modelo no lineal

El método del Modelo No Lineal consiste en 
definir un comportamiento o ajuste de un modelo 
no lineal a la curva de probabilidad condicional 
P(Q > qc |X > x_i) vs. x_i . Un modelo que parte 
en dos el conjunto de los datos, dando lugar a dos 
parámetros que definirán el punto de cambio, a partir 
de un estimador de buen ajuste como la Devianza (2).

El comando nls() es la aplicación en R (5,8,10) que tra-
baja con este tipo de modelos. En R, la diferencia 
principal entre los modelos lineales y modelos no 
lineales es tener que especificar la naturaleza ex-
acta de la ecuación como parte de la fórmula del 
modelo no lineal (6,9,11).
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En nuestro caso p_1,p_2,…,p_n son las probabil-
idades condicionales, x_1,x_2,…,x_n los valores 
de la variable de interés y f una función no lineal 
que se ajusta a los datos. Las estimaciones de los 
parámetros β de f se determinan proporcionando 
el mejor ajuste que explique las observaciones p, 
obtenidas por el criterio de mínimos cuadrados con 
respecto a β:

Esta medida es útil para comparar diferentes mod-
elos que se ajustan para el mismo conjunto de da-
tos. Una forma para obtener el mínimo RSS(β) es 
utilizar la Devianza del modelo. El punto xc (Um-
bral) es el valor que minimiza el método de míni-
mos cuadrados o el método numérico de ajuste.

Ajuste del modelo Jerárquico Bayesiano

El modelo bayesiano asume que las observaciones 
provienen de una mezcla de dos distribuciones 
normales, cuyos parámetros tienen distribuciones 
previas. El método supone que las probabilidades 
condicionales P_1,P_2,…,P_N provienen de una 
familia aleatoria de distribución normal,

donde r (1≤  r ≤ n) representa el punto de cambio.

El punto r se presenta como un parámetro con una 
distribución de probabilidad dependiente de P. El 
objetivo es establecer su distribución y poder cal-
cular el estimador de r (5) .

Reducción de la devianza no paramétrica

El procedimiento asume un modelo de mezcla con 
solo dos medias y un punto de cambio. El método 
de reducción de la devianza no paramétrica con-
siste en separar la variable respuesta en dos partes 
y utilizar la devianza no paramétrica para calcular 
el punto de cambio de la variable de interés. Análo-

go a los métodos anteriores, los valores de la vari-
able respuesta son las probabilidades condicionales 
p_1,p_2,…,p_n.

Si se asume un modelo con dos medias μp, para 
valores de i ≤ r, y otra para valores de i > r, el pro-
ceso de la reducción de la devianza no paramétrica 
consiste en realizar una partición de la variable ex-
plicativa en un punto r (variable ya ordenada), con 
ello se forman dos sub muestras Ssr y S>r, una a la 
izquierda y otra a la derecha de r, respectivamente, 
luego determinar el punto donde

Minimiza la suma de la devianza, teniendo en 
cuenta que

El objetivo es formar conjuntos más homogéneos, 
es decir, la partición que da mayor homogeneidad (3).

Metodología LAD (Least Absolute Deviatión)

Hasta donde se ha podido verificar, este método 
no ha sido usado previamente para determinar um-
brales. El proceso es similar a la metodología de la 
reducción de la devianza no paramétrica, Pero en 
lugar de usar los mínimos cuadrados como criterio 
de homogeneidad, se utiliza LAD (Least Absolute 
Deviation) (4).

Se propone una alternativa de encontrar el umbral 
usando el criterio LAD (Least Absolute Devia-
tion) (4). Suponga que se tienen n pares de datos 
(xi,pi) donde pi = P(Q > qc  | x > xi) y se define

El punto de cambio c que define el umbral xc es
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A pesar que los mínimos cuadrados son más clási-
cos y más ampliamente estudiados, sus estima-
ciones son muy sensibles a valores atípicos y su 
rendimiento puede verse comprometido cuando los 
errores son grandes y heterogéneos. A diferencia 
del método de los mínimos cuadrados, el método 
LAD no es tan sensible a valores atípicos y produce 
estimaciones más robustas.

APLICACIONES Y RESULTADOS

El propósito es aplicar los métodos para calcular 
umbrales en los nutrientes Nitrógeno Total (NT) y 
Fósforo Total (PT), basados en cada uno de los cu-
atro límites tróficos de la Clorofila_a (ver tabla 1 ). 
El proceso general es realizar 1000 Bootstrap y ob-
tener el umbral como el promedio de los umbrales 
muéstrales. El IC se calcula usando el método de 
los percentiles en las muestras Bootstrap (7). Cada 
uno de los resultados obtenidos y los respectivos 
algoritmos de programación están escritos en R.

Fig. 1. Diagrama de dispersión clorofila_a vs 
fósforo total y nitrógeno total

Dado el comportamiento que presenta la probab-
ilidad condicional pi =P(Q >qc |  X> xi) vs. xi, 
los dos primeros métodos (Intervalos de Confianza 
que no se traslapan y el Ajuste de un Modelo No 
Lineal) no pueden ser usados para calcular el um-

bral en los nutrientes. Las gráficas de probabilidad 
condicional en cada uno de los casos no presentan 
relaciones monótonas, lo que dificulta determinar 
un único punto donde el intervalo de confianza de 
la probabilidad no condicional no traslapa con los 
intervalos de confianza, para valores mayores de 
un punto de la variable de interés. Y para el mod-
elo lineal debido al comportamiento de la probab-
ilidad condicional en cada una de las variables, no 
es sencillo ajustar un modelo que represente estos 
comportamientos.

Los embalses de Puerto Rico analizados en este 
estudio son Guajataca, Cerrillos y la Plata. A par-
tir de los niveles umbral de la Clorofila (Ch_a)  
se determina el umbral para las variables de in-
terés Fósforo Total (TP) y Nitrógeno Total (TN) 
de un total de 165 datos recolectados del 2005 a 
2010.  La probabilidad condicional que se calcula, 
por ejemplo, para el límite oligotrófico en TP es 
P(Chl_a > 2 |TP > TPi).

Las tablas muestran los resultados obtenidos al 
aplicar los métodos propuestos en cada uno de los 
límites y sus respectivos umbrales para el fósforo 
total y nitrógeno total. Los intervalos de confian-
za para cada umbral se determinaron mediante la 
técnica de Bootstrap a 1000 muestras. El umbral 
se estimó como la media de los puntos de cambio 
de la probabilidad condicional calculados en cada 
iteración Bootstrap y los intervalos de confianza 
por el método de los percentiles.

TABLA II
UMBRALES DE TP DETERMINADOS POR 
CADA UNO DE LOS MÉTODOS, EN CADA 
UNO DE LOS LÍMITES TRÓFICOS
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TABLA III
UMBRALES DE TN DETERMINADOS POR 
CADA UNO DE LOS MÉTODOS, EN CADA
UNO DE LOS LÍMITES TRÓFICOS

Resultados: Si se comparan los valores obtenidos 
en cada uno de los niveles tróficos se puede ob-
servar que solo la metodología LAD mantiene la 

monotonicidad en los umbrales de los nutrientes, 
cuando el límite trófico de Chl_a aumenta, el um-
bral en cada uno de los nutrientes también aumen-
ta. Esta propiedad es necesaria dada la relación 
monótona entre Chl_a y TN, TP, se observa que en 
los otros dos métodos no se cumple siempre. Los 
umbrales para cada uno de los nutrientes deben se-
guir un patrón de crecimiento en el aumento de los 
límites tróficos en Chl_a. Las gráficas siguientes 
presentan  el punto de cambio, y su respectivo in-
tervalo de confianza del 95% en cada uno los mét-
odos y por cada uno de los niveles.

Fig. 2. Umbrales para fósforo total cuando chl_
a> 2. Bajo las técnicas reducción de la deviance, 
jerárquico bayesiano, metodología lad.
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Fig. 3. Umbrales para fósforo 
total cuando chl_a > 7. Bajo las 
técnicas bajo las técnicas reduc-
ción de la deviance, jerárquico 
bayesiano, metodología lad.

Fig. 4. Umbrales para fósforo 
total cuando chl_a > 30. Bajo las 
técnicas bajo las técnicas reduc-
ción de la deviance, jerárquico 
bayesiano, metodología lad.
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Fig. 5. Umbrales para nitróge-
no total cuando chl_a > 2. Bajo 
las técnicas reducción de la de-
viance, jerárquico bayesiano, 
metodología lad.

Fig. 6. Umbrales para nitróge-
no total cuando chl_a > 7. Bajo 
las técnicas reducción de la de-
viance, jerárquico bayesiano, 
metodología lad.
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Fig. 7. Umbrales para nitróge-
no total cuando chl_a > 30. Bajo 
las técnicas reducción de la de-
viance, jerárquico bayesiano, 
metodología lad.

Se puede observar en las figuras 2, 3, 4, 5, 6 y 
7 cómo los métodos se aproximan en la deter-
minación de los umbrales y en los intervalos de 
confianza dependiendo del comportamiento de la 
probabilidad condicional y de los valores atípicos. 
Para el caso de las gráficas de las (figuras 2 y 5) 
describen los comportamientos de la probabilidad 
condicional para Chl_a >2, estos umbrales para 
este límite trófico son muy similares entre los mét-
odos y no muestran diferencias notables, en gran 
parte esto se debe a que las curvas de probabilidad 
condicional son bastante regulares.

En las gráficas (figuras 3,4,6 y 7) se presentan va-
lores atípicos, estas observaciones causan diferencias 
en los resultados al determinar los umbrales en cada 
uno de los métodos, debido a que algunos de ellos 
son muy sensibles a la presencia de estos datos y por 
lo tanto, presentan más variación en sus resultados y 
mayor amplitud en sus intervalos de confianza.

Se puede observar que la metodología LAD es 
menos sensible a la presencia de estas observa-

ciones, los umbrales y sus intervalos de confianza 
no son fuertemente afectados.

CONCLUSIONES

Se concluye que mediante los métodos intervalos 
de confianza que no se traslapan y el Ajuste de un 
modelo no lineal no han sido procesos muy útiles 
en la determinación de los umbrales para embalses 
en Puerto Rico. Algunas de las posibles causas, en 
la naturaleza no siempre se cumplen los comporta-
mientos que plantea la literatura y además, los pocos 
datos hacen más frecuente este tipo de situaciones. 
Los métodos (Jerárquico Bayesiano, Reducción de 
la Deviance y Metodología LAD), los umbrales son 
comparables solo en los límites oligo- mesotrófico. 
En los límites meso-eutrófico y eu-hipereutrófico 
hay diferencia, y LAD termina siendo la metod-
ología más robusta, menos sensible a datos atípicos.

Solo los umbrales determinados por LAD man-
tienen la monotonicidad para ambas variables. 
Propiedad necesaria dada la relación monótona 
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entre el umbral de Chl_a y TN, TP. El estima-
dor Bootstrap resultó ser un estadístico de mejor 
aproximación a los umbrales esperados, que los 
determinados solo a partir de una muestra.

Por último, cabe destacar que la reducción de la 
devianza no paramétrica es el método que más se 
ve afectado por valores atípicos a pesar de ser una 
de las metodologías más utilizadas para la deter-
minación de umbrales.
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